Diferensial Multivariabel (variabel bebas ˃ 1)
Fungsi Dua Variabel y = f(x); fungsi satu variabel
                                   z = f(x, y); fungsi dua variabel  dimana z: variabel tak bebas . 
     x, y: variabel bebas
Contoh : Z = X3 + 2 X2Y – XY2 + Y3
               R = - X2 + 2XY – Y2
Turunan Parsial
Z =  f(x, y) adalah fungsi 2 variabel, maka atau fx adalah turunan parsial dari f terhadap x,      dan  atau fy adalah turunan parsial dari f terhadap y
Catatan:
· fx dihitung dengan menganggap y konstan
· fy dihitung dengan menganggap x konstan
· Semua kaidah deferensial sederhana juga berlaku pada diferensial multivariabel
Contoh:   1.		Z = X3 + 2 X2Y – XY2 + Y3
Turunan parsial X;	Zx = 3X2 + 4XY – Y2
Turunan parsial Y;	Zy = 2X2 -2 XY + 3Y2

  2.		R = 4X4 + X3Y - 2X2Y2 + XY3 – Y4
	Rx = 16X3 + 3X2Y - 4XY2 +Y3
	Ry = X3 - 4X2Y +3XY2 – 4Y3
                 3.                       C = 3 Qa3 + 2 Qa2Qb _ 4 QaQb2  - 6 Qb3
	CQa = 9 Qa2  + 4 QaQb – 4 Qb2 
	C Qb = 2Qa2 – 8 Qa – 18 Qb2

Optimasi fungsi multivariable.
Tentukan nilai maksimum/minimum dari fungsi berikut:

	Contoh 1;      Z = 2X2 + 4Y2 – 2XY – 1000X – 6500Y
Langkah-langkah:
a. Turunan I parsial, fungsi mencapai nilai ekstrim pada turunan parsial I = 0
Zx = 4X – 2Y – 1000 = 0 	4X – 2Y = 1000    x 1	4X – 2Y =   1000
Zy = 8Y – 2X – 6500 = 0             -2X + 8Y  = 6500    x 2	-4X+ 16Y = 13000 +
			       14 Y = 14000
	Y = 1000 dan X = 750
b. Turunan II parsial:
Zxx = 4
Zyy = 8	bila kedua parsial turunan II ˃ 0, maka fungsi mempunyai nilai minimum dan
	bila kedua parsial turunan II˂0, maka fungsi mempunyai nilai maksimum
c. Nilai minimum fungsi   X = 750 dan Y = 1000
Z minimum = 2(750)2 + 4(1000)2 – 2.(750).(1000) - 1000(750)- 6500(1000) = - 4.745.000

	Contoh 2;          Z = 8X – 2X2 + 10XY – 12Y2 + 6Y
	Zx = 8 – 4X + 10 Y = 0	- 4X + 10 Y = -8    x10	-40X + 100Y = - 80
	Zy = 10X – 24Y + 6 = 0	 10X – 24Y = -6    x 4            40X – 96 Y = - 24 +
	-4Y =-104
	Maka Y = 26 dan X = (24. 26 – 6): 10 = 61,8
              Zxx = - 4
              Zyy = -24	Zxx dan Zyy ˂ 0, maka Z mempunyai nilai maksimum
             Z maksimum  = 8(61,8) – 2(61,8)2 + 10(61,88)(26) – 12(26)2 + 6(26) = ?

 Aplkikasi diferensial multivariabel




Fungsi biaya seorang produsen yang memproduksi 2 macam barang adalah:
	C = 5X2 +  10Y2 + 50 XY – 2500Y – 15000X
Hitung kombinasi barang dan penjualan totalnya
Cx = 10X + 50Y – 15000 = 0
Cy =  20Y + 50X – 2500 = 0
10X + 50 Y = 15000	x5	  50X + 250Y = 75000
 50X + 20 Y = 2500	x1	  50X + 20Y   = 2500 -
                              230Y =72500     

	Y = 315,2 dan X = 76,1

Cxx  =10
Cyy = 20	C mempunyai nilai minimum 

Cminimum = 5(76,1)2 + 10(315,2)2 + 50(76,1)(315,2) – 2500(315,2) -15000(76,1)= 292.302,45

Optimasi fungsi multivariable dengan kendala
Penghitungan nilai ekstrim sebuah fungsi yang menghadapi kendala berupa sebuah fungsi lain. Membentuk sebuah fungsi baru, yaitu fungsi Lagrange.

Misalkan hendak dioptimumkan:
                                                 z=f(x,y)
 Dengan syarat harus terpenuhi: 
                                                 u=g(x,y)
 Maka fungsi Lagrangenya:
                                                 F(x,y,λ)=f(x,y)+ λg(x,y)
Nilai ekstrim dapat dicari dengan memformulasikan derivatif-parsial pertamanya sama dengan 0:
Fx(x,y,λ)=fx+λgx=0
Fy(x,y,λ)=fy+λgy=0
 Nilai ekstrim tersebut:
 Maksimum bila ; Fxx < 0 dan Fyy < 0.
Minimum bila ;    Fxx > 0 dan Fyy > 0
Tentukan nilai ekstrim z=xy dengan syarat x+2y=10!    F kendala  x + 2 y – 10 = 0
Fungsi Lagrange 
F(x,y,λ) = xy+λ(x+2y-10)
               = xy+λx+λ2y-λ10
 Syarat agar F(x,y,λ) optimum, F’(x,y,λ)=0
Fx  = y+λ=0 	2	y + 2 λ = 0
Fy   = x+2λ=0 	1	x + 2 λ = 0 – 
				      Y – x = 0 atau  - x + y = 0
F λ  = x + 2y – 10 = 0	- x + y = 0
	x + 2y  = 10+
	     3y = 10 mk y = 3,3   - x + y = 0 mk x = y = 3,3
Fxx = 0
Fyy = 0 Zoptimum = (3,3 )( 3,3)= 10,89
1. Fungsi produksi
- Definisi: suatu keadaan atau tingkat penggunaan kombinasi faktor-faktor produksi secara optimum.
- Tingkat kombinasi penggunaan masukan ygoptimum dpt dicari dg Metode Lagrange
- Fungsi produksi P=f(k,l) dimaksimumkan terhadapfungsi anggaran M=kPk+lPl  dengan M adalah total anggaran untuk membeli masukan K dan L
Fungsi tujuan yg hendak dioptimumkan: P=f(k,l)
 Fungsi kendala yg dihadapi: M=kPk+lPl
 Fungsi baru Lagrange:
                                               F(k,l, λ) = f(k,l)+λ(kPk+lPl–M)
 Syarat yg diperlukan agar F(k,l) maksimum:
Fk(k,l)=0 yaitu fk(k,l)+λPk=0 ……………..(1)
Fl(k,l)=0 yaitu fl(k,l)+λPl=0 ……………..(2)
     Dari (1) dan (2) nilai k dan l bisa didapat. Selanjutnya P maksimum
     bisa diperoleh.
Contoh 1.
Seorang produsen mencadangkan Rp.96,00 untukmembeli masukan K dan masukan L. harga per unit masukan K adalah Rp.4,00 dan masukan L adalahRp.3,00. Fungsi produksinya P=12kl. 
a. Berapa unit masing-masing masukan seharusnya iagunakan agar produksinya optimum?
b. Berapa unit keluaran yg dihasilkan dengankombinasi tsb?
Penyelesaian:
Fungsi tujuan yg hendak dioptimumkan: P=12kl
 Fungsi kendala yg dihadapi:               4k+3l = 96  (f anggaran)          4k+3l -96 = 0   (f kendala)
 Fungsi baru Lagrange:
       F(k,l ,λ)=12KL+λ(4k+3l–96)
	F(k,l ,λ)=12KL+4λK+3λL–96)
 Agar F(k,l) maksimum:
FK=0 yaitu        12L–4λ=0 ……………..(1)
FL=0 yaitu  	  12k–3λ=0 ……………..(2)
Fλ = 0 yaitu 	4K+3L -96 = 0     …..   (3)
	12L–4λ=0	3	36L–12λ=0
	12K–3λ=0	4	48K–12λ=0 –
	36L – 48 K = 0   atayu  - 48 K + 36 L = 0 atau 
	-4 K + 3 L = 0  mk 4 K = 3 L
Dari (1) dan (2), diperoleh 3l=4k
 Subsitusi persamaan  tsb ke fungsi kendala:
96 =4K+3L
 96 = 4K+4K
 96 = 8K
Diperoleh K=12 dan L=16
 Sehingga P=12kl=12.(12).(16)=2304

Contoh 2:
Seorang pengrajin akan membuat 2 (dua) jenis suvenir dengan anggaran biaya Rp 2,5jt . Biaya bahan baku suvenir A Rp 3.500,- per unit dan suvenir B Rp 50.000,- per unit. Misalkan fungsi produksi P=500AB, tentukan:
a. Jumlah kedua suvenir supaya produksi optimum?
b. Berapa produksi optimumnya?
Penyelesaian:    Fungsi tujuan          P = 500AB
		  Fungsi kendala       3.500A + 50.000B = 2.500.000
				         35A + 500B -25000 = 0
		 Fungsi Lagrange     F(A,B, λ) = 500AB + λ(35A+500B-25.000)
					F(A,B, λ) = 500AB + 35λA+500 λ B-25.000 λ)

FA (A,B, λ) = 500B + 35 λ = 0
FB (A,B, λ) = 500A + 500 λ= 0 
F λ (A,B, λ)= 35A +500B – 25.000 = 0
			500B + 35 λ = 0	x 500	25000B + 17.500 λ = 0
500A + 500 λ= 0     x 35	17500A + 17.500 λ = 0 -
	25.000B – 17.500A = 0

-17.500A + 25.000B = 0        x 1	            -17.500A + 25.000B = 0
        35A  +   500B =25000  x 50	                 1.750A  + 25.000 B =1.250.000 –
                                                         -19.250A                     = - 1.250.000
                                              A= 64,9   ≈ 65
		B = (25.000-35(65)):500
		B = 45,5 ≈ 46
a. Kombinasi barang A = 65 dan B = 46
b. Produksai optimum P = 500. 65.46 = 1.495.000

2. Fungsi Utilitas
- Definisi: suatu keadaan atau tingkat kombinasikonsumsi beberapa macam barang yang memberikan kepuasan optimum
- Tingkat kombinasi konsumsi yg memberikankepuasan optimum atau keseimbangan konsumsi dapat dicari dengan Metode Lagrange
-  Fungsi utilitas U=f(x,y) dimaksimumkan terhadap fungsi anggaran M=xPx+yPy
dengan M adalah pendapatan konsumen
Fungsi Lagrange:              F(x,y ,λ)=f(x,y)+λ(xPx+yPy–M)
   Agar F maksimum        Fx(x,y)=0 yaitu fx(x,y)+λPx=0 …………(1)
                                          Fy(x,y)=0 yaitu fy(x,y)+λPy=0 …………(2)
Contoh 3:
Jika diketahui fungsi utilitas U = 4xy – x2-3y2  danharga barang x = 2, harga barang y = 3 serta
pendapatan konsumen adalah 45. 
a. Tentukan nilai x dan y yang dapat memaksimumkan utilitas? 
b. Berapa besar utilitas tersebut?
Penyelesaian:  Fungsi tujuan :       U = 4xy – x2- 3y2
		Fungsi kendala:      2x + 3y = 45  	2x + 3y – 45 = 0
	Fungsi Lagrange: F(x,y, λ) = 4xy – x2- 3y2 + λ(2x + 3y – 45)
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